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REPRESENTATION PAR DIFFERENCES DIVISEES
DES MOMENTS RECIPROQUES DE COMBINAISONS LINEAIRES
DE VARIABLES ALEATOIRES INDEPENDANTES
EXPONENTIELLEMENT REPARTIES

MODY DIALLO, TZVETAN IGNATOV

Modu ,ﬁ:ﬁw‘ao, Hseman Hznamos. [IPEACTABJAEHUE PEHUIIPOYHBIX MOMEHTOB
JIMHEWMHBIX KOMBMZ}AHMVI HE3ABVUCUMBIX EKCIHNOHEHUWNANBHO PACIIPE-
AEJEHHBIX CHYYAMHBIX BEJTJTUUYHWH UEPE3 PAZJAEJIEHHBIE PASHOCTHU

Ina peuunpodYHBIX MOMEHTOB JMHEMHBIX KOMOMHALMAX COCTAB/JEHHE HE3aBUCUMBIX
¢KCTIOHEHUMANBLHO pACHpedeieHHbIX cyualinnx Benuumn Hadiseso npencrtasncuue (dop-
myna (3)) nocpencTBom pa3ze/ieHHLIX pasznocTell noaxoaaueil gpyHKuUN.

Mody Diallo, Tzvetan Ignatov. REPRESENTATION OF THE RECIPROCAL MOMENTS OF
LINEAR COMBINATIONS OF INDEPENDENT EXPONENTIAL VARIATES

For the reciprocal moments of linear combinations of independent exponential variates is.
given the representation (formula (3)) through divided differences of a suitable function.

1. INTRODUCTION

Dans beaucoup de problemes de statistique surgit la nécessité de la détermina-
tion des moments réciproques de la variable aléatoire

1 1 1
1 = el —
(1) = bttt
olt €1, &, ..., &, sont des variables aléatoires indépendantes exponentiellement

réparties de moyenne unité. Comme exemple, nous pouvons donner les résultats
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de Cox et Lewis (1966) relatifs & I'intensité moyenne du flux des naissances dans le
processus des naissances. Plus précisément,

_ 1
E(U_>:(n_m)g : |,
fin = Thm. —Emir o+ =6

m41 An ‘

qui se réduit jusqu’a Uobtention du premier moment réciproque £ (—L> On peut
’ T

voir d’autres exemples dans D’article de Thomas (1976). Dans le méme article
est donnée I'expression du moment réciproque d’ordre r de 7,, mais dans laquelle
figurent des grandeurs qui ne s’expriment pas explicitement. Cependant, il faut
les chercher a partir de la décomposition en fractions élémentaires de la fonction
caractéristique de n,. -

Le but principal du présent travail est la présentation des moments réciproques

de 1, par différences divisées de fonctions convenables.

2. REPRESENTATION DES MOMENTS RECIPROQUES DE »,
PAR DIFFERENCES DIVISEES

Rappelons (cf. [4], p. 47) que les différences divisées d’ordre n de la fonc-
tion ¢(u) suffisamment lisse sur les points (nceuds) de la droite réelle ... < ¢; <
tivi £ ... S lign £ ... doivent étre définies comme il suit:

g1, - tipn]up(u) = [ty .y lign—1]up(u)

(@) [t tinlup(u) =

tign — 1t
avec la supposition que ¢; # tiyn. Si ¢y = t;31 = -+ = l;4,, alors
D™p(1;
[ti: sy ti-i-n]u‘i’(u) = '(‘__';{(“L)"}“:

ou avec D™ p(1;) est désignée la n® dérivée de la fonction p(u) au point t;, n 2 0,
et DPp(t;) est désignée par o(t;).

A Taide des différences divisées nous pouvons représenter les moments récip-
roques de 1, par le théoréeme suivant:

Théoréme. Soit un nombre naturelr, r <n, et Ay, ..., A, des nombres réels

r
7n

positifs. Alors il existe le moment réciproque F (——) d’ordre v, qui est €gal 4

1 1
(3) E (;) = (_1)n~r+1 m)\l NN )\n({'xl) ey )\n])‘/\r‘—-l In /\)

Démonstration. Dans I’article de Ignatov et Stateva (1989) (forrriule 9) la
densité de 7n, est représentée a ’aide des différences divisées par

(4)  fo.(2) = (=1)" Tsgn(z) A1 Az .. Au[Ar, Az, .o, Anla(sgn(Az)) 4 exp(—Az),
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1, siz>0,

ou (u)y = max(0,u) et sgn(z) = 0, stz=0,
-1, stz <.
Utilisant la formule (4), pour le moment réciproque d’ordre r de 7, nous avons

1 71
5) E <;?—~> :/;_-(—-1)”“1)\1...An[Al,...,An]Ae"*”d:e
i 4]

= (1P A i D Al e

r—1 ( l)k 1 —)xx +00

—f __tyn—1 3 —
=(-1 *lw*ﬂ.}%{*b“"*‘“h{ ;(rw—l) ke,

400

1 6—,\1‘
_yyr—1
+ (=) (r——l)?/ z dz}
r—1 k—1_-Ae

I | (=X) e
=(-1) **”"“3%91"“”\"]’*{;(r-.-1)...(r_k)sf-k

+o0

~~+~(-—~,X)”""1(r_ll)§ [ e_: d:f.:}.

&
FEn considérant que 1 £k Sr—1<n-1,ona
| 1 k~1_-Xe
(6) lim g:.'“p‘I:'--:)‘n]AA e ¢ = 0.

En effet, de la formule de Leibnitz (voir Schumaker (1981), p. 50, formule (2.96))
[ti)tivt, - tignluf(uw)g(w)

— Z( P t,,+3 F)) . ((titgr tiviets o tipn]ug(u)

NOUS avons
(7)) Dy daaaflem
= Z([)sl, . .,/\jh)\kui).([)\j, )\j+1,. ey An])\e“}‘g)
=1
= S (e MDY (B Aalae ™)
i=1
Du développement
_ e (Xe)? ' _: ey » ‘
A= — 2 e (=1 n—j+1 () _
€ 1 1T n +( 1) (n-3)‘+5 11)( €, 3)
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et de la formule (7) nous obtenons

: 1 1 e
g{%m[)\h Ceey /\n},\)&k 163 A
: 1 e (e)?
— Z([A1= ---,Aj]AAkM}')ng[Aj’""Anh(l e TT—- -+ 57 —_—
Jj=1 ‘ :
: n»-‘(/\g‘nm'j n—j 3 .
+(=1) 3(7%-57 + "It (N e, n — j)
: k-1 gn—itl
= Z([Alk T )\Jb*')‘ - ) (3% 67-..}3 {}‘j? s Anbsw(’\ig: n-— ])) = 0.
7=1
Il s’en suit Ia relation (6).
De (5) et (6) nous avons
1 1 oo —Az
g b Y iyl ; =i € .
(8) E (n) — (=1, ,..,\ngl_r,%[,xl,.,.,,xn]%( ) / - dz,).
On sait que (cf. [1])
o0
/(hl&))\e')‘xd;ﬁ = —c~—InA,
0
ou ¢ est la constante d’Euler; donc
o +00 A
(9) lim [ (Inz)de™*"dz = lim (-f’wlm;j”“—;— / ‘ d:x)
g~ £ —={) = X
+oo —Ax
= lim(e““ Ine + / c d;z:) = —c—InA.
e—0 xr
€
De (9) nous pouvons écrire pour A > 0
, +we"m
(10) ‘ / - dr = —c—Ind—e *lIne 4+ ofe, \),
S
ou linéo(s, A)=0.
£
De (8) et (10) nous obtenons
(11) E(i)
M
+00 A
— 1y —1 1yr~-1 : ‘ r—1 e” "
= (1" M sl A / — dr
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(rji):(hmp*z,-.., Ja(=eX™ 1)

- 3jn'(1}(in€)[,\1, ARy 4 }iné[)q, Al (A (e, A))

= (S1)TA L

—lim[h AT )

g0
n—r ’)‘ ’\ r—1
( 1) +I-‘(T—~:—Tj“[/\1,... ])\()s N ],Il}\).

Thomas (1976) a donné d’une fagon explicite le premier moment réciproque
pour la variable aléatoire n, de (1) quand

(12) }\lzm—j—*}“lj Ag:m—]‘%-Q, ey )‘j,;iz’fn*?:,

ol m, 1 et j sont des nombres entiers fixés tels que i < j < m. L’expresgion donnée
par Thomas a la forme

23 o __..__.];.._...... | 1 _ -
(13) E(<m~j+l&+ +nwﬁgﬂ> )

SV (L~ , .- : .
k=1

Nous déduisons (13) comme cas particulier de (3) avec les suppositions (12).
Conformement a (3) nous avons

1 1 or
E((mfl“’r“'%' m—éﬁj‘i> )

(=1)f—i=rl izt , : 0 yr—1
= (m—i—k+1))m—=7+1,....m~d\(A""In})
=1 (ll ) ! :

:&4¥;;*1<fﬂm_i*k+1gj

(m—i—k+1) " tnm—i—-k+1)
i

k=1 k=L (m—i—k+1) JI (s—k)
s=1,s#k
e L (i (m—i— k4 ) In(m—i— k4 1)
=T S T DR G- DIG - B
yj—ierdl J — k
= 1}T[‘(fr") (3-—-1)Zkg3—);(~2):(m”i"k”}'l)hzln(mmimk+1)

RV AALE = T FEt A VN IRIPI s
() ;k ‘ (=) (m—i—k+1)"“In(m z‘ k4+1), r<j—1i.

‘Enfin, remarquons que si entre les coefficients de la variable aléatoire n, de (1) il y a
au moins deux indices différents, alors il n’existe pas un seul moment réciproque de
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Nn- Si tous les coefficients de 7, ont le méme indice, alors son moment réciproque
d’ordre r existe a condition que r < n.
En effet, sir 2 n, pour A; > 0,i=1,2,...,n,

E(n,") 2 ( max '\zf) E((6y+E+ - +6&)77).

12ign

Puisque &; + - + &, est une variable aléatoire répartie suivant la loi gamma de
parameétres n et 1, alors

% 1
"

B+ +6)7) = far’"" Ty ¢ de = oo,
0

par conséquent le 7**™¢ moment réciproque de n, n’existe pas. La formule (3) méme
“donne une indication” que le r**™¢ moment réciproque de p, =& + & + -+ -+ &,
pour r 2 n n’existe pas. En effet, pour € > 0 arbitraire, nous avons pour r 2 n:

=T _1\n-r+4l
E(n;’”)=g~rﬁz(<ﬁﬁ) ):f’"( DT en L preiyeig

€ (r—1)! (n—1)! Aze

(____1)?1-—-7‘-&-1
T (r=Dlin-1)
Le premter élément,Ine, dans la précédente somme tend vers Vinfini si € — 0 et
cette situation ne s’est pas produite pour r < n, puisque dans ce cas |’élément In¢

manquerait.
Enfin, donnons explicitement la formule pour le r'*™¢ moment récipro-
que de 7, de (1). Sans restriction a la généralité nous pouvons supposer que

ne ),

0< AL £ Ay £ ... £ A, Puisque quelques A; peuvent étre égaux, soit alors
hoo Iy
{Al,)\z,...,)\n}"«-’: {’?‘i,...,?‘;,...,?‘d,...,?'d},

oum <mp<...<Tgetl +lo+-+l;=n.
Les différences divisées d’une fonction f(A) suffisamment lisse peuvent s’exp-
rimer par {cf. [4], p. 45) -

(14)
Iy Iy ;

_fr e ~ et s, I A 2 ... T4
{AI,...,An}Af(A)_['rl,...,*rl,...,rd,...,rd]Af(A)_[zl Lo Ide(AV)
iy Id
det ;1 7'; ;"d Td 7};
M ) w ) Uttt 41 (8) o waa(A) f(A)

15 4 ’
det
¢ (m()\) (N un()\))

ott le déterminant du dénominateur est défini par

246



Jo— ——, ” s N

_ . e g .. Td Td
v d t)
(15) € (‘ul(?\) oou (A un()\)>

ui(71) uy(7) . un{71)
-Dul('rl) Dug(’ﬁ) e Dun(ﬁ)
Ly1“IU1(T1) lﬁlmluz(TI) .. [ﬂ‘"l Tl)
wi(74) us(74) . un(74)
Duy(74) Duq(14) ... Du, (Td)
Die—ly(7rg) D' lup(ry) ... Dl 1 al(ta) !

o1 les fonctions u;(A) sont données par u;(A) = A= i =1,...,n, et D¥g(A) est
la k*®™e dérivée d’une certaine fonction g au point A (D%g(A) = g(})), ¢’est-a-dire
pour les éléments de la matrice dans (15) nous avons

(i-1) i-—i»—k . -
‘ i — , stk -1,
D¥(ui(ry)) = DF(7} 1) = { (i ~k—1)!

0 dans le cas contraire.

Le déterminant du dénominateur de (14) s’obtient de fagon explicite par (cf. (4],
p. 30)

L lg
’” unth — ” s — d I;-1
T7nT T ... T e T4 e Td - ) AL
S SIS RV RO V01 £
1gigjsd t=1 p=l

Le déterminant du numérateur de (14) se calcule analogiquement en remplagant la
fonction un(A) par f(A) = A7 !InA.

Remarquons que pour trouver le déterminant du numérateur, on considere que

DE(f(rj)) = D¥(r7 " Iny)

(0 (=D (r = 1) (r—1)
r—1-—k : r—1-~k .
= k< r—
; (k~1)zt GoTomin TG o stksr-L
xir-l |

k i=1pt e —
Z kl k!(r — 1)t e Cosik>r—1.
1=z

) L G e S L ’
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